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INTRODUCTION 
Parallelement aux A-mesures associees a un domaine pseudo- 
convexe de Henkin [5], Cole-Range [3], on introduit les A-mesures 
sur le tore de deux dimensions et on Ctablit des resultats analogues 
Q ceux de Cole-Range [3], en particulier on &tend un lemme 
fondamental de Briem-Davie-Oksendal [l] et leur calcul symbolique 
de deux contractions completement non-unitaires permutables. 
1. LES A-MESURES SUR LE TORE DE DEUX DIMENSIONS 
Notation 1. 
D={.z~@;Izl< 11, r={zE@; IXI = l}, 
D2 = D x D, r2 = r x r, 
m la mesure de Lebesgue sur F, A(D) l’algebre du disque, A(D2) 
l’algebre du bidisque, H”O(D) l’algebre des fonctions analytiques 
bornees dans D, llfllrn = supsoD If(z)\ si f~ H”(D), Hm(D2) l’algebre 
des fonctions analytiques born&es dans 02, et llfllrn = SUP(,,,),~~ 
If(z, w)I si f E H0°(D2). 
Une mesure complexe p sur .Fa est orthogonale a A(D2) si l’on a 
Jf& = 0, pour tout f~ A(D2), et on note p E A(D2)1. Enfin, soit 
M(0) l’ensemble des mesures positives p sur T2 telles que 
f(OY 0) = SfdcL> P our tout f E A(D2). 
DI~FINITION 2. Soit p une mesure complexe sur r2, on appelle 
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composantes de p les deux mesures positives p1 , p2 dCfinies sur I’ 
par les relations suivantes: 
pour tout ensemble borClien (T de r, ) p 1 &ant la valeur absolue de 
la mesure p. 
Par analogie avec la dCfinition de A-mesure associCe A un domaine 
pseudo-convexe (Henkin [5], Cole-Range [3]), on pose: 
DEFINITION 3. Une mesure complexe p sur r2 est dite A-mesure 
si pour toute suite bornCe (fJ de fonctions de A(D2) qui converge 
simplement vers 0 dans 02, on a ffn dp --t 0. 
I1 est clair que toute mesure de A(D2)1 et de M(O) est une A-mesure. 
La proposition suivante &end un lemme fondamental de Briem- 
Davie-Oksendal [l], cf. Cole [2], 1 a p reuve suivante est analogue A 
celle de [l]: 
PROPOSITION 4. Soit p une mesure de A(D2)1 dont les composantes 
sont absolument continues par rapport h la mesure m. 
Soient f une fonction de Hm(D2), et (f,J we suite bornke de functions 
de A(D2) qui converge simplement vers f dans D2. 
Alms pour tout ensemble bore’lien /3 de r2, la suite (Jo f,d 1 p I)nal 
converge. Si de plus f = 0, on a JB f,d 1 TV 1 -+ 0. 
Preuve. Les fonctions de la forme 
(Z,W)EP3 ‘!A% 4 (2 _ 2”)(w _ wo) 9 g E W2h c% 9WCJ E D2 
constituent un ensemble total dans L1(j p I). Et en remplagant fn par 
f,g, on voit qu’il suffit de montrer que la suite 
(S f&Y 4 (2 - %)(W - WlJ dp ) &I 
converge. 
Cela &ant, la fonction h, dCfinie par la relation: 
h&, , w) = f&S w> - f&9 wd -f&cl 9 w> + f&cl P WI) 
(2 - %:o)@ - wo) 
appartient A A(D2) et par suite J h, dp = 0. 
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f&o 9 4 dp 
+ s (z - z+)(w - w()) 
- s 
Soit y la mesure sur T definie par: 
Alors y est absolument continue par rapport a la composante pi 
de p, et par suite elle est absolument continue par rapport a la mesure 
m. 
Si l’on pose g,(z) = fn(x, wO), g(z) =f(Z, w,), Vz E D; alors (g,) 
est une suite bornee de fonctions de A(D) qui converge simplement 
vers g dans D. Done d’apres un theoreme connu (voir par exemple 
Nagy-Foias [7, p. 97]), on a 
J r bz(4 - &)b - %Y 4 - 0, 
done la suite (Jrg,(z)(z - z&1 dy) converge, c-a-d 
( jr,f& wo)(z - +J-l (w - WOY 4) 
converge. 
D’une facon analogue, la suite 
(1 refn(zo 3 w)@ - U1 (w - woY 4) 
converge. Enfin, 
s .afn(% P wJ(z - zJ-~ (w - w&l dP 
= f&cl Y %> s 
ye (z - ~$1 (w - w&l dp 4 0. 
Done la suite (Jrzfn(z, w)(z - x&-~ (w - w&l d,u) converge. 11 est 
clair que, si f = 0, cette suite converge vers 0. 
PROPOSITION 5. Soit p une A-mesure SW P dont les composantes 
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sont absolument continues par rapport ci la mesure m, alors / p 1 est une 
A-mesure sur r2. 
Preuve. Soit (f,) une suite born&e de fonctions de A(D”) qui 
converge simplement vers 0 dans D2. Pour prouver que 1 p 1 est une 
A-mesure il suffit de montrer que la suite 
tend vers 0. Soit 
h& 
, 
w) = f&G 4 -f&5 wd - f&o Y 4 + fnhl 3 %> 
(x - %)(W - WCJ 
Alors (h,) est une suite born&e de fonctions de A(D2) qui converge 
vers 0 dans D2, par suite J/z, dp + 0, par hypothbe. Cela &ant, 
on a 
Les suites 
tendent vers 0, parce que les composantes de p sont absolument 
continues par rapport a m. Et il est clair que 
Done la suite (J ( fn(z, w) dp/(z - xa)(w - w,))),~, tend vers 0. 
LEMME 6. Soient p une A-mesure positive sur r2, (fn) me suite 
bornke de fonctions de A(D2) qui converge simplement vers 0 dans D2. 
Alors pour tout bore’lien fl de r2, on a J4 fn dp + 0. 
Preuve. 11 suffit de montrer que: 
s T,fn(z, 4(x - z,,)-l (w - WY 4 - 0, pour tout (z,, , w,,) de D2 
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Si on pose 
alors (h,) est une suite bornee de fonctions de A(D2) qui converge 
vers 0 dans D2. Done J h,dp -+ 0; et pour montrer que les suites 
<S (.fn@, wo> 44~ - G)(W - w,))), <S (f&o 7 w) 44(x - G)(W - 4)) 
convergent vers 0, il suffit de prouver que les composantes de la 
mesure p soient absolument continues par rapport 21 la mesure de 
Lebesgue m. Soit u un ensemble ferme m-negligeable de .T, alors il 
existe f E A(D) telle que: 
f(z) = 1, VzEa; 1 f(z)1 < 1) vz E B\o. 
Par consequent, on a: ~(0 x T) = lim Jfn(x) dp = 0. 
D’une facon analogue, on a: p(r x u) = 0. 
COROLLAIRE 7. Toute mesure complexe SW r2 absolument continue 
par rapport a une A-mesure positive est une A-mesure. 
Preuve. Soit p une A-mesure complexe absolument continue 
par rapport a une mesure positive y sur T2. Alors il existe f~ Ll(y) 
telle que dp = fdy. D’autre part, pour toute suite bornee (fn) de 
fonctions de A(D2) qui converge simplement vers 0 dans D2, on a 
]fnf dy ---f 0, d’apres le lemme 6. Par suite, Jfn dp + 0, et p est 
une A-mesure. 
LEMME 8. Soit t.~ une A-mesure positive sur P. Si TV est &rang&e 
a toute mesure de M(O), alors TV = 0. 
Preuve. D’apres un resultat connu (voir par exemple Gamelin 
[4, p. 43]), il existe une suite (f,) de fonctions de A(D2) telle que 
11 f, /I < 1, fn + 0 p-presque partout, et fn --+ 1 presque partout 
par rapport a toute mesure de M(0). On en deduit Jf, dp -+ 0, et 
fn -+ 1 dans D2. La mesure p etant une A-mesure, on a 
If, dp -+ s 1 dp. Done p = 0. Le theoreme suivant caracterise 
les A-mesures positives sur r2. 
TH~OR%ME 9. Soit p une mesure positive sur r2. Alors t..~ est une 
A-mesure si et seulement s’il existe 0 E M(0) telle que ,LL soit absolument 
continue par rapport a 8. 
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Preuve. Soit TV une A-mesure positive sur r2. D’aprb le theoreme 
de decomposition de Lebesgue, on a p = ,uLa + ps, oh pFLa est 
absolument continue par rapport a une mesure de M(0) et ps est 
&rang&e a toute mesure de M(0). D’apres le corollaire 7, ps est une 
A-mesure positive, et d’apres le lemme 8, ps = 0. Par suite, p est 
absolument continue par rapport a une mesure de M(0). 
Reciproquement, toute mesure sur T2 absolument continue par 
rapport a une mesure de M(0) est une A-mesure, d’apres le corollaire 7. 
Remarque 10. Pour chaque a E 02, soit M(a) l’ensemble des 
mesures positives p sur rs telles que Sf dp = f (a), pour toutf E A(D2). 
En utilisant le theoreme 9, on voit qu’une mesure positive p sur r2 
est une A-mesure sur rs si et seulement s’il existe 9 E M(a) telle que 
p soit absolument continue par rapport a 0, a &ant un point quel- 
conque de Oz. 
Le proposition suivante Ctend la proposition 4 aux A-mesures: 
PROPOSITION 11. Soit p une A-mesure SW r2 dont les composantes 
sont absolument continues par rapport ci la mesure m. 
Soient f une fonction de Hm(D2), et (fn) une suite bornb de fonctions 
de A(D2) qui converge simplement vers f dans D2. 
Alms pour tout ensemble bore’lien p de r2, la suite (JB f, d I p I) 
converge. Si, de plus f = 0, on a JB f, d ( ~1 1 --+ 0. 
Preuve. D’aprb la proposition 5, 1 ~1 j est une A-mesure positive. 
Et d’apres le theoreme 9, il existe 8 E M(0) telle que j ~1 1 soit 
absolument continue par rapport a la mesure 8. D’autre part, 
ZB E A(D2)J- et l3 = 1 x0 1; et les composantes de la mesure 0 sont 
absolument continues par rapport a la mesure m. D’apres la 
proposition 4, pour tout ensemble borelien p de F2, la suite (JB fiz de) 
converge, et par consequent, la suite (JB f, d 1 p 1) converge. Si f = 0, 
on a .fBfn de - 0, et .Lfn d I P I -+ 0. 
EXEMPLE 12. L’exemple suivant montre que dans les propositions 
4, 5, et 11, la condition “les composantes de p sont absolument 
continues par rapport a la mesure m” est essentielle. 
Soit (r,) une suite croissante de l’intervalle IO, l[, qui forme une 
suite d’interpolation de l’espace Ha(D). Par suite il existe f E Ha(D) 
telle quef(r,) = (- 1)“. 
Cela &ant, soit 8 la mesure de Lebesgue sur I’ x (1) consider&e 
comme une mesure sur Fe. Alsors zB E A(D2)L, 0 = 1 x8 I, et la 
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fonction (z, w) E D2 +f(w) appartient a H”O(D2), et on a 
=s i-x(l)f(y) w, 4 = f(Y)7 O<Y<l. 
Or la suite (f(r,)) ne converge pas, done la suite (J,-zf(r,w) dB(z, w)) 
ne converge pas lorsque n + co. 
On remarque que les composantes de la mesure 6 sont: la mesure 
de Lebesgue m et la mesure de Dirac en (1). 
L’exemple suivant montre qu’il existe des mesures positives sur 
T2 dont les composantes sont absolument continues par rapport 
Jt la mesure m, qui ne sont pas des A-mesures. 
EXEMPLE 13. Soit p la mesure de Lebesgue sur l’ensemble 
{(eit, ei(l-t) ); 0 < t < 27~) de r2. D’apres Rudin [9, p. 4911, cet 
ensemble est un pit d’interpolation de A(D2). Si t.~ est une A-mesure, 
elle doit &tre nulle, d’autre part, il est clair que les composantes de p 
sont absolument continues par rapport a la mesure m, (elles co’incident 
avec m si on prend les mesures normalisees). 
2. LE CALCUL SYMBOLIQUE DE DEUX CONTRACTIONS PERMUTABLES 
LEMME 14. Soit p une mesure de A(D2)-L telle que les composantes 
de t.~ soient absolument continues par rapport h la mesure de Lebesgue m. 
Si p est &rang&e 2 toute mesure de M(O), alors p = 0. 
Preuve. D’aprb la proposition 5, 1 p 1 est une A-mesure sur r2, 
et d’apres le lemme 8, on a ( p j = 0, et par suite p = 0. 
LEMME 15. Soit p une mesure positive sur r2 telle que les com- 
posantes de p soient absolument continues par rapport h la mesure de 
Lebesgue m. Si p est ttranghe h toute mesure de M(O), A(D2) est dense 
dans Lo. 
Preuve. Si A(D2) n’est pas dense dans L2(p), il existe y E A(D2)1, 
y # 0, et j y / est absolument continue par rapport a la mesure p. 
Done les composantes de y sont absolument continues par rapport a 
la mesure m, et y est Ctrangere a toute mesure de M(0). D’aprb 
le lemme 14, on a y = 0, c’est absurde. 
RAPPEL 16. (Nagy-Foias [7, Chapitre 11) 
Soit T une contraction dans un espace hilbertien separable H. 
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D’apres le theoreme de Nagy, il existe un espace hilbertien K 1 H, 
et un operateur unitaire U dans K tels que: Tnx = PUnx, Vx E H, 
Vn > 0, et { Fx; x E H, n E Z} soit total dans K, P &ant la projection 
de K sur H. 
L’operateur unitaire U, determinCe d’une facon unique par ces 
conditions, est appele dilatation unitaire minimum de la contraction 
T. Lorsque T est completement non-unitaire, c-a-d il n’existe pas un 
sous-espace vectoriel ferme H’ # {0} de H qui reduit T en un 
operateur unitaire, la dilatation unitaire minimum U est absolument 
continue par rapport a la mesure de Lebesgue m. 
On dit que T est absolument continue si sa dilatation unitaire 
minimum est absolument continue par rapport a m, ce qui revient a 
dire que, pour chaque x E H, il existe une mesure positive pz sur I’, 
absolument continue par rapport a m telle que: ( Tnx, x) = J x” dpz , 
Vn > 0. 
Cela etant, soient Tl , T, deux contractions permutables dans 
l’espace de Hilbert H. D’apres le theoreme d’Ando [7, p. 231, il 
existe un espace hilbertien K 1 H et deux operateurs unitaires 
permutables U, , U, dans K tels que TpT,nZx = PUpUZn,x, Vx E H, 
Vn, , n2 > 0, P &ant la projection de K sur H. 
Soient E, , E, les mesures spectrales de U, , U, respectivement, 
et E la mesure spectrale produit. En considerant la restriction de 
U, , U, sur le sous-espace vectoriel ferme de K engendre par 
l’ensemble {E(/?) x; x E H, /3 borelien de r2), on peut supposer que 
cet ensemble soit total dans K. Pour chaque x E H, soit pr la mesure 
positive sur r2 definie par &3) = (E(@x, x), pour tout borelien /3 de r2. 
Si les contractions Tl , T2 sont absolument continues, les mesures 
spectrales El , E, sont absolument continues par rapport a m. En 
effet, soit a un ensemble ferme de T, m-rkgligeable, alors E,(a)x = 0, 
Vx E H et par suite E,(a) E(/3)x = 0, Vx E H, V/3 borelien de r2, 
done E,(o) = 0. D ‘une facon analogue, E2(o) = 0. 
Par suite, il existe une representation (T,) de A(D2) dans .9(H) 
telle que 
II Tfll d Ilfll’ Vf E 4D2), 
si f est de la forme 
f (z, w) = C anl,n2.+wna, 
“‘,n,Y 
(voir Khanh [6]). 
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La representation (T,) est appelee pure s’il n’existe pas un sous- 
espace vectoriel ferme H’ # (0) de H qui reduit Tr et T, en des 
operateurs unitaires. On remarque que si l’une des contractions 
T, , T, est completement non-unitaire, la representation (T,) est pure. 
Cela &ant, les deux theoremes suivants Ctendent le resultat de 
Briem-Davie-Oksendal [l] sur le calcul symbolique de deux con- 
tractions permutables completement non-unitaires. 
THBORBME 17. Soient TI , T, deux contractions permutables absolu- 
ment continues d’un espace hilbertien separable H. Si la representation 
(T,) associee est pure, il existe 0 E M(O) telle que, pour chaque x E H, 
la mesure pX est absolument continue par rapport a la mesure 8. 
Preuve. Par un raisonnement analogue a celui de Khanh [6, 
p. 3441, il existe une decomposition de H en somme directe 
H = H, @ Hz telle que, pour tout x E H, , la mesure pz est 
absolument continue par rapport a une mesure de M(O), et pour tout 
x E H2 9 Px est Ctrangere a toute mesure de M(O). 
Soit XE H,, les composantes de pz sont absolument continues 
par rapport a m, les contractions TI , T, &ant absolument continues 
par hypothese, par suite A(F) est dense dans LP(pr) d’aprb le lemme 
16, done x est un vecteur singulier de la representation (T,), par suite 
x = 0, (voir [6, p. 3321). 
Cela dit, soit (3,) un ensemble total de H; pour chaque x, , il 
existe tin E M(0) telle que pz, soit absolument continue par rapport Q 
en . Soit 0 = CzEl 19,/2n, alors 0 E M(O), et pz est absolument continue 
par rapport Q e pour chaque x E H. 
TH$OR&ME 18. Les hypotheses du theordme 17 sont maintenues, il 
existe un homomorphisme d’algdbre ( Tf) de Hw(D2) duns 9(H) tel que: 
(a) II p’r II d Ilfll, pour tout fEHm(D2), 
(b) F’r = T, , si f E A(Dz), 
(c) pour toutf E H”O(D2), et p our toute suite bornee (fn) de A(D2) 
qui converge simplement vers f duns D2, et pour tout x E H, on a 
@r,x, 4 + (Q, x). 
Preuve. D’aprb le theoreme 17 et le corollaire 7, pour tous 
x, y E H, la mesure pz,2/ sur T2 definie par pcLz&I) = (E@)x, y) est 
une A-mesure dont les composantes sont absolument continues par 
rapport A m. Par suite, d’aprb la proposition 11, la suite {( TfmX, y)} 
converge, soit a:,, la limite de cette suite. Cette limite est independante 
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de la suite (f,); en effet, si (f,), (g,) satisfassent aux conditions 
precedentes, on a J (fn - g,) dpz,y -+ 0. 
D’autre part, 1 &., 1 < jlfljrn * 11 x ]I * (I y II. Par suite, pour chaque 
fg H”o(Da), il existe un et un seul operateur ?‘f de Z(H) tel que 
(%Y) = c&, , pour tous x, y de ff. On a II f’i II < IlflL , et 
(~f,X~ Y) - (Gx, Y)- 
11 est clair que ?“f = T, , pour tout f e A(D2) et pfg = pj;rf, , 
pour tous f, g E HQ)(D2). 
3. REMARQUE SUR LES MESURES A COMPOSANTES ABSOLUMENT 
CONTINUES PAR RAPPORT A LA MESURE DE LEBESGUE 
DI~NITION 19. Pour chaque nombre reel 01 > 0, et pour chaque 
carre ouvert non vide G du tore r2, on pose: 
h(G) = (aire(G)p, et h(4) = 0. 
Et pour chaque partie E de T2, on pose: 
pa=(E) = inf 2 h(G,); G 
I n=l 
R carre ouvert, diam(G,) < 6, EC ngl 91 
P(E) = "6"lt: ccs"(W 
Alors, d’apres un theoreme gCnCra1 de Rogers [8], pa est une 
mesure borelienne reguliere sur F2. 
Cela &ant, on a: 
PROPOSITION 20. Soit h une mesure SW r2, dont les composantes 
sont absolument continues par rapport ci la mesure de Lebesgue m. Alors 
1 h 1 est absolument continue par rapport h la mesure p112. 
LEMME 21. Soit A une mesure sur r2, de composantes h, , h, . 
Alors pour tous ensembles bore’liens q , u2 de r, on a: I A I (q x u2) < 
M4>“” @2(~2W’? 03 p > 1, q > 1, l/p + l/q = 1; en particulier, 
on a 
Preuve. C’est une consequence immediate de l’inegalite de 
Holder. 
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Preuve de la proposition 20. On peut supposer h >, 0. Soient 
h, , h, les dCrivCes des mesures X, , X, par rapport B la mesure de 
Lebesgue m, et 
S,l = {X E T; j h,(x)l < n, m-presque partout} 
Sn2 = (X E P, 1 h,(x)[ < n, m-presque partout}. 
Soit E > 0, il existe n tel que: 
Ur\S,l) = jr,,l h, dm < E, 
la 
h2(r\Sn2) = jr,, i h,dm <E. 
Par suite, 
oh hs:Xs: est la restriction de la mesure h sur S,l x Sn2. 
Cela &ant, soit K une partie de r2, nkgligeable pour la mesure 
~~1~. Alors il existe un recouvrement de K form& des car&s ouverts 
(Ii;on<) tel que: CT=“=, (m(l,) m(Ji))li2 < e/n. 
< f (A& n S,l) h,(/i n S,2))1’” 
i=l 
< f (n * m(lJ * n . m(J#12 < n . (c/n) = E. 
i=l 
Par suite, h(K) < &;xs:(K) + 2~ < 3~, et X(K) = 0. 
Remarque 22. La mesure / h 1 de la proposition 20 n’est pas 
nkessairement absolument continue par rapport 8 la mesure EL” 
lorsque 01 > t. En effet, la mesure de Lebesgue sur la diagonale 
Ll = ((z, w) E l-2, x = w} est h composantes absoiument continues 
par rapport g la mesure m, (d’ailleurs elle appartient ?I M(O)), et 
pa(d) = 0 lorsque 01 > &. 
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